BAC BLANC mars 2011 - Mathématiques - CORRECTION.
Exercice 1 (5 points) commun & tous les éléves

Partie A (2 points) (E) y-2y xeX

1. (029(F) vy =2y Les solutions de cette équation différentiefletdes fonctionsy: x — ke2X ol k

2. u(x)=(ax+b)eX
a. (0,5) u est dérivable sur en tant que produit dne fonction affine et de la fonction exponentielle

u(x) a e (ax b) e* (ax a b) eXpour toutx
u est solution de (E) u (x) 2u(x) xeX (ax a b)eX* 2(ax b)e* xe* (ax a b)eX xe&*

doncu est solution de (EfA ax a b x (care*#0 pour tout x)
Par identification des deux polynémes on ai:est solution de (E) {aa b 1 0 {a !
Finalemenu est solution de (EFu(x) ( x 1)eX pour tout x
b. (0,5 v estsolution de (E) Vv'(x)-2v(x)=xeX Or u est solution de (E) dond(s)—2u(x) =xeX
D ouv est solution de (E) Vv'(x)-2v(x) u (x) 2u(x)
v(X) u(x) 2(v(x) u(x)) O
(v u)(x) 2(v u)(x) O
Vv U solution de (F)
c. (0,5
v est solution de (E) V U solution de (F)
il existe un réektel que ¢ u)(x) ke2X
il existe un réek tel quev(x) u(x) ke2X
il existe un réek tel quev(x) ( x 1)eX ke2X
L ensemble des solutions dedquation (E) sont les fonctions gk:x > ( x 1)eX ke2X ou k

d. (0,29 Soitgk une solution de (E) k(=0 —e0+ke?X0=0 .1+k=0 k=1

L unique solution de (E) prenant la valeur 0 en 0 estonc la fonctiongy: x—= ( x 1)eX e X

Partie B (1,25points) g(x) 2eX-x-2

1. (0,5 g(x)=u(x)+v(x) avecu(x)=2eX et v(x)=-x-1

u est dérivable sur (produit dune cste et de la fonction exponentielle) et wadalie sur (fonction affine). Dong dérivable sur et

1 1 . :
g (x)=2e* 1 pour toutx . gx)>0 X 5 X In(z) (car In strictement croissante su*)  x  In2
D ou le tableau de variation suivant :
X —00 -In2 +00 |n(;)
signe de d(x) - 0 + g(In2) 2 e 2 22 122 21 =-0,3)

: T~

2. a. (0,29 g(O):ZeO—O—2:2-2:O Don@® est solution de I'équatiorg(x)=0
b. (0,295 Al'aide de la calculatrice ona: g(-%86),004 et g(-1,5-0,054.



g étant continue et strictement décroissante sur-ln2], on a-1,6<a<-1,5

c. (0,25 On en déduit donc le signe géx) suivant les valeurs de:

X —00 o 0 +00

f(x) + 0 - 0 +

X
Partie C (1,75points)  Soitf la fonction définie sur parf(x) eZX—(x le

1 (09 f(x) eXxe-eX(1) et f(x) e X (1-%-1) @2
s Avecla forme (1) : lim,_,_.. 2x = —oo etlimy_,_.,e* = 0 Donc par compositionlim,_,_ e?* = 0
De plus, lim,_,_,xe* =0 etlim,,_,e* =0 donc par sommBm,__ f(x) =0

——=1

* Avecla forme (2) : limx_,+,,<,:—x =0 etlimx_>+weix = 0 Donc par sommim,_, .1 — ST
lim,_, . 2x = 40 etlimy_,,, eX¥ = +00 Donc par compositioim,_, ., e2* = +o0
Finalement par produlim,_, , . f(x) = 4+
2. (0,79 f(x)=u(x)-v(x)w(x) aveau(x)=e2X v(x)=x+1 etw(x)=eX
u est dérivable sur en tant que composéaide fonction linéaire et de la fonction exponetsgiel

v etw sont dérivables sur (respectivement fonction affine et exponentielle)

X
Doncf est dérivable sur etf (x) u(x) v(x)w(x) v()w(x) e X e* (x 1)e e* X X
Soitf (x) =e* (2ex x 2) €* g(x) pour toutx

OreX 0 pour toutx doncf (x) etg(x) ont le méme signe sur. Dol le tableau de variation fle

X —00 o 0 +00
signe de '(x) + 0 - 0 +
f(a) +00
f / \ /
0 0
3. (099g(a) 0 26%-g-2=0 etz 2

2 2
Doncf(a) e ¢ (a 1)~ (aZZ) (@ 1 a22 a’ 4o 4 i(a 1)(a_2)

02 4a 4 242 6a 4 az 2a__a2 2a

4 4 4

D ol f(a)

Exercice 2 (5 points) pour les éléves n ayant pas suivi I'enseignement de spécialité

1°) a) f est une fonction rationnelle définiedétivable sur - {0} doncsur]0;+ [
1
3:2-2)
2

x2

Pourx>0f(x)=% (1—%)= Orpourx>0:x2>0 etx?-2 20« x2>2 o x<-+v2 oux= V2 donc:
X

X 0 V2 +00

signe def’ - 0 +

. \ /




a)
2°) a) Démontrons par récurrenog:= v2
Vérifions que la propriété est vraie au rangui = f( ug) = 22 /2 . donc la propriété est vraie pour n = 1

Supposons qu'il existe un entier p tel que la pétPrsoit vraie au rang p c'est-a-dire qug = V2 (hypothése a utiliser)

Démontrons qu'alors la propriété est encore vraieaag suivant p + 1 c'est-a-dirag+1 > V2 (conclusion & démontrer)
. ) _ 1
Onaup>+v2 .orlafonction f est croissante suf ; + [donc f(up) >f(v2) ce qui donnepp+1 > > (\/E + %)

or 3(vZ+2) = 2(VZ++2) = VZ donc ups1> V2

Donc la propriété est vraie au rang p +1 Donadgpété est vraie pour tout entieenl

2-x2

b) f -2 (k2 12 - >V2: x*=2d 2<
) f(x) X=5 (Xt )-x= 2(X-x)— P Or pour x > : x*>2donc2-x*<0et2x >0

donc f(x) — x< 0 pour x= V2 et donc f(X)< x pour x> /2

c) on sait que pour B 1un>+/2 donc d’aprés la question précédenteii() < up ce qui donnein+1 < upn donc la suite u est
décroissante a partir du rang 1

d) la suite u est donc décroissante eu minorée/paron sait alors qu’elle converge vers un réel tarhmeup > V2
on sait que 1= v2

3°) onain+1=f(up).Or lim u = Ilim u =L .
N>+ n No+00 [y1
de plus comme f est continue que ] 0 ; fetdoncen L, ILm fCun) =f(L)
n - +oo
Enfin comme on an+1 = f(up) , on en déduit que L vérifie I'égalité f( L) =dt donc que L est solution de I'équation f(x) = x
1 2
Or pour X >0 : f(X) = x= X=5 (x+;) e 2x2-x2-2=0e X2=2 e X=+20U X = +/2

Oronavuque >+v2.DoncL=v2 etlasuite u converge donc vef



Exercice 2 (5 points) pour les éléves ayant suivi |I'enseignement de spécialité

Partie A : On considére I'équation (E) : 7x — 6y = 1 oéty sont des entiers naturels.
1. (0,5 Le couple (1 ;1) est une solution évidente de (E) note =y, =1
2. (1) Soit (x ;y) un couple solutionde (E): 7x — 6y=1
Le couple (¥ ;Yo) étant solution de (E) : @x 6y =1 on a par soustraction : 7(x6(y-y) =0 = 7(X=%) = 6(Y-¥)
Ainsi, (Xx-Xo) étant entier, 7 divise le produit 6(y}y
7 et 6 étant premiers entre eux, d'apres le théemenGauss 7 divise (\y il existe alors k entier tel que (yy 7k soit y = y+7k
(k OZ)
Ainsi: 7(x—%) =6(7k) = x=x% +6k (KI1z)
Les couples (x ;y) sont donc de la forme : o 6k ;y+ 7k ) (kOZ)
Réciproquement, 7fx+ 6k) —6(y+ 7k) =...=1  Ces couples sont bien solutida$équation (E).
De plus ce doit étre des entiers naturels doe 6k=0 et 1+7k=0 soit k=0 soit kentier naturel (et non relatif)
DoncS={(1+6k;1+7k) ;K1 }

Partie B :
1. (0,5 On suppose 1 4.
Si m=1,(F)sécrit7-6 =1 - 7'=7,dou n=1. Le couple (1 ; 1) est dsolution.
Si m=2,(F)sécrit7-12=1 - 7'=13or 7 ne divise pas 13 : pas de solution
Si m=3, (F)sécrit7-24=1 <~ 7'=25o0r7 ne divise pas 25 : pas de solution
Sim=4, (F)sécrit7-48=1 - 7'=49doun=2.Le couple(2;4)estdonc soluti
Ainsi dans le cas ou n¥ 4 il y a exactement deux couples solutions : (1) et (2 ; 4)
2. On suppose maintenantb : ms’écrit m=5+p (PN)
a) (0,79 Sile couple (n;m) vérifie la relation (F) alors
7"-3x"=1 - 7T-3x2x2®=1 - 7T-3x32x2=1
Ainsi en passant aux congruences modulo 32 7"= 1 [32].
b) (0,79 En étudiant les restes de la division par 32pdessances de 7, montrer que si le couple (n ;mifieséa relation (F)
alors n est divisible par 4.
Ona : ¥=7[32]; 7=17[32]; 7=23[32]; 7=1]32].
La suite des restes de la division euclidienne'tpat 32 est donc périodique de période 4. En effet
Sin= 0[4] alors n=4k (KN*) et 7 = 7= 240f = 1[32]
Sin= 1[4] alors n=4k+1 (KN) et 7 = 7*7= 240%x7= 7[32]
Sin= 2[4] alors n=4k+2 (KN) et 7 = 7*x72= 240%x 49= 1x49=17 [32]
Sin= 3[4] alors n=4k+3 (KIN) et 7 = 77° = 240% x 343= 1 x 23=23[32]
Les puissances de 7 dont le reste dans la divisipar 32 est égal & 1 sont donc celles dont I'expoganest un multiple de 4.
c) (0,79 D’apres les deux questions précédentes si unedgnp m) est solution de (F), alors :
7"= 1[32] et n est un multiple de 4.
Il existe donc k entier naturel tel que n = 4k,id&n substituant :
7%= 1[32] - 2401= 1 [32]
Or 2401 = 5x480+1, c'est-a-dire que 2491 [5] donc:
2401 = 1[5] < 7"=1[5]en revenant a I'écriture initiale de la puissance.

d) (0,5 Soitm>5: Soit (n ; m) un couple solution de {Bpnc 7-3x2"=1 et 7=1[5]
Donc : AP =7"-1=0 [5] Ceci n’est pas possible puisqueeSlivise ni 2, ni 3.
Conclusion: il n’existe pas de couple solution avec un sddenme supérieur a 5
3. (0,295 Conclusion : D’aprés les questions 1. et 2. les sectgiples solutions de (F) sont (1 ;1) et (2 ; 4).
Exercice 3

1.
a. f est de la forme UV avec U(x) = 2x , U dérivablr et U(x) =2

1 b
V(x)=a(lnx)2+binx+c Vdérivablsur]0;+ [ etV (x)=2a(ln x)x X x

1 b
Donc f est dérivable sur] 0 ; +[ et f(x) =2a(In x)2+ 2b In x + 2¢c  +2x( 2a(In X) X X )=2a(Iinx)2+2bInx+2c +4alnx+2b

10



b. f'(é) est égal au coefficient directeur de la tanger@ie @& point dabscisse% doncf'( i) =0

f'(+/e) est égal au coefficient directeur de la tanger@g @u point dabscissa/e doncf '(ve) =0

f'(e) est égal au coefficient directeur de la tanger@gau point dabscisse doncf '( e ) = 2422 :2:—_3 =4
AT XAB 2

C. Orf'(é):O@Z(a(Iné)u(b +2a) In(§)+c+b):0~: a—-b-2a+c+b=06 -a+c=0=a=c (In(i):-l)

f'(Ve)=0< 2(a(InyVe)?+ (b +2a) InG/e )+ c + b )= 0= % +% +a+c+b=0-5a+6b+4c=0 (VE:%)
f(e)=4- 2(@a+b+2a+c+hb)=4 3a+2b+c=2

a=c a=c
On obtient donc le systéme suiv{r&a +6b=0- {36\ +2b=0 «:{
4da+2b=2 (a=2 Ligne 3-ligne 2
Donc f(x) = 2x( 2(Inx)2 - 3Inx + 2)

a. f(x) = 2xInx( 2 Inx = 3) + 4x et lim2xlnx =+ et lim 2Inx -3 =+ donc par produit lim f(x) = +
X - +00 X — +o00 X - +o00

b.onavuque pour x>0 (f) =a(Ilnx)2+blinx+c +2alnx+ b =4(mg2Inx -2

Or 2(Inx+ 1)(2 Inx - 1) =4 (In x)2 +2(Inx) -2 = {x)

1

C. pourx>0:Inx+E20= INX=>-1=x=2€ - = X=>

@I~

1
et2inx-1>20< Inx> 35 = x>e - X=>+e Dol:

X 0 1 Ve +00
e

Signe de 2Inx -1 - - +

signe ddn x +1 - + +

Signe de {x) + - +

f S T~

a. les abscisses des pointstrsection de C et d@, sont les solutions dedlquation f(x) = 2x
Orpourx>0:2x(2(Inx)2-3Inx+2)=2x% 2(Inx)2-3Inx+2=1= 2X2-3X+2=1 avec X =Inx

On obtient donc 2X2 - 3X +1=Q = 1 >0 donc X -—-% ou X=1 ce quidonne In x% oulnx=1soitxz/eoux=e
Donc il y a deux points thtersection entre C &, : C(\/e ; 2/e) et D(e ; 2€)

b. les abscisses des pointmtérsection de C et d&, sont les solutions deglquation f(x) =ax

Or pour x>0 : f(X) =ax = 4(Inx)2-6InX +4 =a¢ = 4X2-6X+4-a =0
A=36-16(4«)=16a-28=4(4a-7)

Donc si 4a - 7 > 0 c'est-a-dire @i > % alorsA >0 et Iéquation a deux solutions donc Megtont deux points thtersection

Sia= % alorsA =0 et |équation a une seule solution donc @gbnt un point dntersection

Sia < 7/4 alorsA <0 et [équation ma pas de solutions donc CIkt n ont pas de point bhtersection

Exercice 4
Partie A : ROC voir cours
57

Partie B : Dans le plan complexe, soit A le point d'affizee=i et B le point d'affixeg=e 6 .
1) a) r est la rotation de centre O et d‘ané[e qui a tout point M d'affixe associe le point M' d'affixe’.

L'écriture complexe d'une rotation de cerd'affixe o et d'angled est : (z'—w):em(z—a))

i2n
donc une écriture de r estjz=e 3 z

1



b) B a pour affixeB:e_ 6 etCest I'image de B par r. Donzg=e 3e 6 =¢ 6 goit zc=e

c) z:rem:r(cose+isin9) d'ou :

5 5
zB:1<cos<-%)+isir(-?nD: -32E—:—2Li et mzl(cos(—%)ﬂsir(—%): lZE—%i
d) Voir figure du plan.
2) a) D est le barycentre des points A B et C &ffedes coefficients 2, -1 et 2.  2-1+2=8) 8onc D existe.
Pour tout point M du plan, ona: NA-MB + 2MC = (2-1+2)MD

En particulier, pour le point O, on obtient :OA-OB+20C=30D
Ceci se traduit par I'égalité sur les affixeszp2zg+2z2c=32p

1 1 3 1 1
dou 7p= 3 anarzc)=g R +3inEe B d

i57 iz iz
b) kal=lil=1; t8|=e © |=1 car, pourtout, [e’X|=1  De mémezd|=e © |=1;zp=e 6 doncipl|=1.
Les quatre points A, B C et D sont sur le cercle deentre O et de rayon 1.
3) a) h est I'hnomothétie de centre A et de rapgport

Une écriture complexe de h eszt’:—zA:Z(z—zA) doncz'-i=2(z-i) soit
b) E estlimage de D parh,ona: zg=2zp-i= 3+i-i:\/§ soit
i i
D-2C 3 1. .43 1. M8 1. i A8 1.1 48 7T |DZL_7
98) Je =3 31 +3WB- 3= B 1 g 2hEpriTy e ZE-2Cc °
2 72!
D-2C CD I
g _Y _ .3 ,- _
b) On en dedw‘ pr— ’— CE =le°|F1 donc CD=CE
iz

D
arg

p— =(CE,CD)=arg € 3 )= % [2r] CDE estisocele et I'angle au sommet v%utc'est un triangle équilatéral.




