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Correction devoir maison n°14

Exercice 1
1) Sur 1000 clients, 90% sont des clients de A et 10% de B. Donc: a, = % X 1000 = et et

fo=100]

Au bout d’un an, 20% des clients de A4, soit % X 900 = 180, sont passés chez B et 20% des clients de B, soit 20,

sont passés chez A. D’ou : a; = 900 — 180 + 20 et donc et b, = 100 + 180 — 20 d'ou |b; = 260|.

Remarque : on peut vérifier qu’aucun client ne s’est perdu en route : 740 + 260 = 1000.

2) Pourtoutn € N:entre n années et (n + 1) année, 20% des clients de A passe chez B, ce qui représente
20
100

Onadonca,,; = a, — 0,2a, + 0,2 b,, ce qui montre bien |an+1 = 0,8a, + 0,2b, |

a, = 0,2 a, et 20% des clients de B passe chez 4, ce qui représente %bn = 0,2 b,.

Par ailleurs, le nombre total de clients est toujours égal a 1000 donc b,, = 1000 — a,,.
En remplagant dans I'expression de a,, .1, on trouve :

an4+1 = 0,8a, + 0,2(1000 — a,) = 0,8a, + 200 — 0,2a, etdonc|a,,; = 0,6a, +200|

3) On consideére la suite (u,) géométrique de raison q telle que u, = a, — k.

Alors, pour toutn € N, u,,,.; = qu, ce quidonne :a,,.1 —k = q(a,, — k).
En utilisant la question précédente : 0,6a,, + 200 — k = qa,, — gk
=0,6 =
zooq— k=—-qk < {1\?= g(')?)'
‘La suite (u,,) de terme général u,, = a,, — 500 est donc géométrique de raison 0,6.‘
4) Onadonc, pourtoutn € N :u,, = uy X q™ oruy = ay — 500 =900 — 500 = 400 etq = 0,6.
D’ou |u, = 400 x 0,6™ |

Par identification : {

5) Comme pourtoutn € N, u,, = a, —500,onaa, =u, +500et donc|an =400 x 0,6™" + 500|.
6) Pourtoutn € N:
Apiq — an = 400 X 0,61 + 500 — 400 x 0,6™ — 500 = 400 x 0,6™ X (0,6 —1) = —160 X 0,6 < 0
Donc |la suite (a,) est décroissante].

Par ailleurs, (u,,) est une suite géométrique de raison q telle que 0 < g < 1 donc la suite (u,) converge et sa limite
est 0. Comme a,, = u, + 500, la suite (a,) est également convergente et sa limite est 500.

7) Finalement, si la tendance se poursuit, le nombre de clients de A va se rapprocher de 500 sur 1000,
autrement dit, la moitié des clients le seront aupres de A et I'autre moitié auprés de B.

Exercice 2

1) Le carré OIJK est un carré de c6té 1 donc I'aire est égale 8 1. Onadonc|[0 < A < 1]

2) On peut considérer les points supplémentaires A (%, 0), B (l 1) (le point B est sur la parabole P), C (O; l),

Z;Z 4
D(l;%) etE(%;l).

a. Le domaine A; estinclus dans le rectangle OABC, d’aire OA X

1.1 1 1
=== Dol " < < =
AB > X3 8-D0U-0—0‘l1—8- 1K E J

Par ailleurs, le domaine A, est compris dans le rectangle ABDI et AE]I.

Or I'aire de ABDI est égale a Al X AB = % X % = % et 'aire de AE]I est égale a

1 1 N 1
AE XAl =1x-==Dol [-< A, <= /
2 2 8 2

b. Comme A; + A, = A, on trouve, en ajoutant les deux B

. i s 1 5 1 1 5
inégalités |- < A < -l car-+-=-. /
8 8 8 2 8

3) On découpe maintenant A en n tranches, n > 2. La tranche A; est comprise



. . ) s . i—1 i . . 1
entre les droites verticales d’équations x = lT etx = i (en effet A, est bien comprise entrex =0 etx = ~ A, est

. . 1 2
bien comprise entre x = —etx = ;...)

. i—1 ]
a. On considéere la tranche A; : on peut noter 4;_; (IT, O) ; A (i, 0) ;
i ) PN : i\ 2 C i an2 Di- B
i-1 (i-1 i i i-1 (i i [(i-1 . !
B (T () )8 (5 () )i (55 () ) et (5 (52) ) tes points By et 5
appartiennent a la parabole P.
Le domaine A; est compris entre le rectangle A;_1A4;C;B;_, d’aire
1_ (i-1\% _ (i-1)2 Bi- Ci
Ai_1A4; X A;i_1B;_1 = ~ X (T) =5 et le rectangle A;_1A;B;D;_, d’aire
1 N2 2, [-1)? i2
Ai—lAiXAiBizzx(Z) =n—3.DOU 3 ScﬂLSE
b. En ajoutant les aires des différentes tranches, on obtient : Al-y A
0% 12 (n —1)? 12 22 n?
Sttt SA t At et A Sttt
12+ 224+..+(n — 1)? 12 + 22+..4n?
ou encore 3 SAS———
n n
_ (124+2%+-4+n?)
A =
12422 4--+n? 12422 4+-+(n-1)2 . . < .
a. Pourn=>2: —% <-A< —%ﬂn) grace a la question précédente puis, en
. 124224402 114224+ (n-1)?
ajoutantu, :0 < u, —A < i :3 AELE . +n3+(n ) :

2
. . e , N . n 1
Or, dans le membre de droite, tous les termes se simplifient au numérateur, a part n2. Ce qui donne S

. 1
On trouve bien : OSun—c/ZSZ.

. 1 . . I L
b. Comme la limite de - quand n tend vers +oo est égale a 0, d’aprés le théoréme des gendarmes, la

suite (u,, — A) converge et sa limite est égale a 0 ce qui montre que ‘(un) converge vers Jl‘.

c. On cherche un polynéme de la forme P: x — ax3 + bx? + cx + d tel que P(x + 1) — P(x) = x?,
pourtoutx ER.OrP(x +1) = a(x+ 1)3 + b(x + 1)? + c(x + 1) + d d’ou, en développant :
Px+1) =ax>*+@Ba+b)x?+@Ba+2b+c)x+a+b+c+d. Dou:
P(x +1) — P(x) = 3ax? + (3a + 2b)x + a + b + c . Paridentification, on trouve donc ,pour tout x € R :
(a=1
3

3a=1 B
P(x+1)—P(x)=x*eo { 3a+2h=0 & Jb = —% d’ou|P(x) = % x3 —% x? +%x (il n’y a aucune contrainte

a+b+c=0 lc_1
"6

pour d donc on peut prendre d = 0).

d. Onnote S la somme de I'’énoncé. Alors
S=P(1)-PO)+P2)—-P1)+PQB)—P(2)+--+P(n+1)—P(n)
En simplifiant les termes P(1), P(2), ..., P(n), il reste :

(nzl) 2 +1)? =3+ 1) +1]

1 1 1
S=P(n+1)—P(O)=§(n+1)3—E(n+1)2+g(n+1)—0=

n+1
P 6 ) lon? + 4n+2—3n—3+1]
n+1 5
S= 6 [Zn +7’l]
Et donc|s = PHD@ntD)
6

Par ailleurs, comme par construction P(k + 1) — P(k) = k%, ona|S = 12 + 2% + ---+ n?|

e. Onadonc|1? 4 2%+..4n? = w




12+22+4-4n?  n(n+1)2n+1
f. Pourn=2:u, = = nn+1X )

n3 6n3
Or, pour calculer la limite de ce terme général qui est une fonction rationnelle, on conserve les termes de plus haut
deeré - i — i 2n® 1
egre ; limy 4o Up = liMyp00 5 = 3

En utilisant la question b., on trouve donc|A =

[SSREEY




