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Correction devoir maison n°3

Exercice 1
On cherche tout d’abord I'ensemble de résolution : I'inéquation ne peut avoir des solutions que si 7 — 2x — x2 > 0
(la fonction racine carrée n’est définie que sur R*)

Pour résoudre cela, on calcule le discriminant : A = (—2)? — 4 x (—1) x 7 = 32 donc - x2 — 2x + 7 est du signe de

2*_42‘/7 =—1-2V2etx, = —1+2V2.

On résout donc I'inéquation dans [—1 —2v2; -1+ 2\/?]
1% cas:x > 1, autrement ditx € [1; -1+ 2\/?]

Danscecas, 1 —x < 0 et comme V7 — 2x — x?2 est toujours positif, I'inégalité V7 — 2x — x2 > 1 — x est toujours
vérifiée.

a = —1 sauf entre les racines x; =

Donc l'intervalle [1; -1+ 2\/?] est contenu dans les solutions.

2°™ cas : x < 1, autrement dit x € [—1 —2V2; 1[.

Danscecas1l —x > 0.

OnadoncV7 —2x — x2 > 1 — x > 0 et comme la fonction carrée est croissante sur [0; +0o[,0na:
7 —2x —x? > (1 — x)? ou encore, en développant : x% < 3.

Les solutions de cette inéquation dans R sont [—\/§; \/§] doncici, les solutions sont [—\/§; 1]

Finalement, les solutions de I'inéquation sont :|S = [—\/§; -1+ 2\/7]

Exercice 2
- - —ax? -
1) Pourx # 1, 0naax+b+L= ax(1-x)+b(1 x)+c= ax*+(a—b)x+b+c
1-x 1-x 1-x
—a=1 a=-—1
Dong, par identification,ona:{a— b = —4 etdonc{ b =3
b+c=7 c=4
Finalement, pourx # 1,ona|f(x) = —x + 3 + :—x

2) wu est une fonction affine de coefficient directeur négatif donc est décroissante sur | — oo; 1| et sur |1; +oo].
v est la composée des fonctions g: x = 1 — x suivi de la fonction h: x = %telle quev =hog.
La fonction g est une fonction affine de coefficient directeur négatif donc est décroissante sur | — oo; 1]
(respectivement sur ]1; +oo[ ) et ses images appartiennent a ]0; +oo[ (respectivementa] — o;0[ ).
Sur ]0; +oo[ (respectivement sur | — oo; 0[ ) la fonction h est décroissante.
Par composition de fonctions, la fonction v est donc croissante sur |1; +oo[ (respectivement sur | — o0; 1)

On aalors:
X —0o0 40 X —o0 1 40
Variations | +oo Variations
deu \ dev / /
—00

La fonction f est la somme des deux fonctions u et v. Or comme ces deux derniéres fonctions n’ont pas le méme
sens de variations, nous ne pouvons conclure directement sur les variations de f.

3) On considére x4, x, dans |1; 3] tels que x; < x5.
a. Lecalcul donne:
X2 —dx,+7 xZ—4dxy,+7 (xF—dx; +7)(A—x) — (%% —4x, + 7)1 — xq)
fx) —fx2) = 1—x - 1—x, = (1—x)(1—x,)




X =4y + 7 = x{xp + Axy Xy — Ty — x5+ 4xy — T+ xy x5 — 4xixp + 7xy
(1—x)(1—x3)
_xf = x5 +3x1 — 32 — xy %21 — x3)
(1=x)(A—x3)
(= x) (g + x5 + 3 — x1x3)
1=x)(A—x3)
Ord—(x;1— Dy —1)=4—x%,+x1 +x, — 1 =x; + x, + 3 — xyx, donc :
(x1 — x2)[4 — (x1 — D(x, — 1)]
flx) = fxz) =

1=x)(A—x3)
b. Commex; <xz,0na:x; —x, <O0.

Comme x; et x, appartiennenta]1;3],onal—x; <0 et 1—x, <O0.

Deplus,0 <x; —1<2 et 0 <x, —1 <2 doncen multipliant membre a membre (ce qui nous avons le droit de
faire car tout est positif),ona: 0 < (x; — 1)(x, —1) < 4etdonc4 — (x; — 1)(x, —1) = 0.

Finalement|f(x1) —f(xy) < 0|.

Nous en déduisons donc que la fonction f est croissante sur |1; 3].

4) Al'aide de la calculatrice :

X —co -1 1 3 + o0

Variations | +oo -2

dof \ / /' \

6

5) Pour démontrer que le point A(1; 2) est un centre de symétrie de la courbe de f, il faut démontrer que pour
fA+x)+f(1-x) _ 2

— .

On calcule donc pour x # 0 :

A+x)?-40+x)+7 1+2x+x*—4—-4x+7 —x*+2x—4

toutx # 0,ona

1 =
fQ+x) T—(1+x) “x .
a )_(1—x)2—4(1—x)+7_1—2x+x2—4+4x+7_x2+2x+4
fa=0=——"a-y = x R
—_ 42 _ 2
Doncf(1+x)+f(1 x)=l[ xX%+2x 4+x +2x+4]=l 4_x=2
2 2 X 2 X

Donc A est le centre de symétrie de la courbe de f.
6) On résout dans R — {1} I'équation f(x) = 2 ouencore x? —4x + 7 = 2(1 — x)
Cette équation est équivalente 8 x> —2x + 5 = 0.
A = —16 donc I'’équation n’a pas de solution.
On résout ensuite dans R — {1} 'équation f(x) = —2 ou encore x? —4x + 7 = =2(1 — x).
Cette équation est équivalente 3 x> — 6x + 9 = 0.
A = 0 et I'équation a une unique solution xy = 3.
7) Enregardant le tableau de variations :
a. L’équation f(x) = k n’a aucune solution quand k €] — 2; 6].
b. L'équation f(x) = k a une unique solution dans k € {—2; 6}.
c. L’équation f(x) = k a deux solutions quand k €] — co; —2[U]6; +oo] .
8) Dans R — {1}, 'équation f(x) = k est équivalente 8 x> — 4x + 7 = k(1 — x) ou encore :
x2+(k—-4)x+7-k=0
A=(k—4)? —4x1x(7—k)=k?—-8k+16 —28+ 4k = k? — 4k —12.

L’équation f(x) = k a ou n’a pas de solutions selon le signe de A. On doit donc trouver le signe de k? — 4k — 12.

Or Ay = 64 et donc k? — 4k — 12 est du signe de a = 1 sauf entre les racines k; = % =6etk, = ? = —2.

Donc A est strictement positif quand k €] — c0; —2[U]6; +oo[ et alors I'équation f(x) = k a deux solutions.
A est nul quand k € {—2; 6} et alors f(x) = k a une unique solution.
A est strictement négatif quand k €] — 2; 6] et alors I'équation f(x) = k n’a pas de solutions.




