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Correction devoir surveillé n°10

Exercice 1
1) Pourn € N*:u, # 0 car c’est lasomme de 2™ et 4n — 1 qui sont strictement positifs.
Upir 2"l 4t 4n+1) -1 2"l 4 4n+3-2"—4n+1 2"2-1)+4 2"+ 4
v, T myan—1 1T 2" +4n—1 T2 t+4n—-1 2"+4n—1
Or 2™ + 4 > 0 donc le numérateur est positif.
De méme, 2™ > 0et4n—1 > 0 pourn € N*

Dong, jpour n € N*, % — 1 est positiff.

n

2) D’apres ce qui précede, u,, > 0 pourn € N* et

Inti _ 1 > 0 donc =2t > 1 et en multipliant les deux

Un Un

termes de cette inégalité par u,, > 0, on trouve u,,; = u, donc | (u,) estcroissante

Exercice 2

PournEN:—lSsin(i—Zn)S1@—3S3sin(i—§n)£3

& —=<u, <———
4+ 2n "T4+42n
car4 + 2n > 0 donc le sens de I'inégalité est conservé.

. - —-3-n - 3-n
On note (1) la suite de terme général v,, = promil (wy,) celle de terme général w,, = o

Alors v,, et wy, sont des formes rationnelles donc leurs limites sont égales aux limites du quotient de leurs termes de
plus haut degré :
n 1 n 1

lim v, = lim ——=—= et lim w,= lim ——=—=
noto ' notew  2n 2 notoo ' notoeo  2n 2

\ L . . 1
D’aprés le théoréme des gendarmes, [la suite (u,,) converge et sa limite est — =

Exercice 3
On considere trois termes consécutifs uy, u; et u, d’une suite arithmétique de raison r.
Les hypotheses de I'énoncé donne : uy + uy + u, = 105; upuu, = 42560 et r > 0.
Par ailleurs:ug =u; —retu, =u; +r.
Nos deux conditions nous ramene au systéme :
3u; = 105 u; =35 u, =35
(uy —)uy(uy +7) = 42560 © 1352 — 2 = 1216 ©yr¢? =9 ©
r>0 r>0 r>0

On en déduit uy = 32 etu, = 38.

Les trois termes sont donc|32 ;35; 38

u,1=35
r=3

—~

Remarque : on pouvait aussi travailler a partir de u, au lieu de u; mais les calculs auraient été plus lourds. Il vaut
toujours mieux privilégier un peu de symétrie...

Exercice 4
1) L, estlaire du plan comprise entre les demi-cercles de diameétres 1 et 2. Notons respectivement c; et ¢,
I'aire de ces demi-cercles.

. . L 1 (d
L’aire d’'un demi-cercle de diameétre d est : P (;) =—

1’ 2’ m T m
Q=—== et c,=—=- doncl, =-—=-=|=
8 8 8 2 2 8



L, est I'aire de la partie comprise entre les demi-cercles de diametres 2 et 3 :
3% o N o T 51
3=—=— douly=——=-=|—
8 8 8 2 8

2) Pourn € N : L, est I'aire comprise entre les demi-cercles de diametresnetn + 1.

e = n2m ot ¢ _ (n+1)%xm dou L. = n+1)?r n’m _ (n*+2n+1-n?)mr _ (2n+Dn
n= g n+1 = 3 n = 3 s P = 3

. nr+)+1)r Rn+m @2n+3-2n-1)r 2w ®
Par ailleurs, L,41 - L, = 5 —— = . =5 =7

Le résultat ne dépend pas de n donc |Ia suite (L,,) est arithmétique de raison E{.

- . . - 3 -1 3m+2nm—2
3) On utilise les formules des suites arithmétiques: L, = L; + (n — 1)r = ?n + (n 7 T _ 3mt :n d

et donc

_ @n+)m

L, p

4) Ly + L, + -+ L, estlasomme des termes de la suite arithmétique (L, ) donc, en notant S cette somme :

3t (2n+1)mw

X7 = st 5 X7 = 2n+4)m X1 = (n+2)nm
2 16 8

Li+Ly

S =

Par ailleurs, on peut observer que la somme L; + L, + -+ + L, correspond a I'aire du domaine délimité par le demi-
cercle de diamétre n + 1 et le demi-cercle de diametre 1.

m+1)?r 1’m _ (n®+2n+1-1)7 _ |n(n+2)w
8 8 8 - 8

On trouve alors : S = On retrouve bien la méme expression de la somme...

Exercice 5
3 3 11 311 58
1) u1—§u0+1—g><2+1— = et uz—gx?'i'l— Y
11 1 58 11 _ 3 . ; : "
2) u;—ug= -~ 2= setu —u == donc||a suite (u,) n’est pas arlthmethue|.
w1111 w585 58 - , omeét
™o 3 Xo=15 et w25 X o= donc‘la suite (u,) n’est pas geometrlque|.
5
3) Pourn€eN,v, =u, =
T 2 [ 2" T s 27 2| 2T 25 27 |2
b. Pourn€eN:
5(3+1)53+153 33( 5)3
Uppi=U —=—=|=u —=—==u ——==u,—=—==(u,—=|==v
n+1 n+1 2 5 n 2 5 n 2 5 n 2 5 n 2 5 n
Comme cette propriété est vraie pour tout n € N, on obtient que |la suite (v,,) est géométrique de raison -
- . s n 1/3\"
c. Enutilisant les formules des suites ggéométriques : v, = vyq" |= -5

5 5 1/3\"
d. PournEN.un—vn+E donc u"_E_E(E)

4) (v,) est une suite géométrique donc la raison est strictement comprise entre —1 et 1 donc (v,,) converge

5 5
vers 0. Oru, = v, + S pourn € N donc | (u,,)converge vers 3

5) Sp=ugtu+--+tu,
a. En utilisant I'expression trouvée aux questions précédentes, pourn € N :
0 1 n
5 13 5 13 5 13
Sn = [z—z () ]+ [z—z(g) ]+ 4530 ]
5 L . .
On constate que le terme 5 Se retrouve autant de fois qu’il y a de termes dans la somme, autrement dit (n + 1) fois.

Pour le reste, il s’agit de la somme des termes de la suite géométrique (v,,) d’ou

5 Vn+1=Vo __ 5 _i(z)nﬂ-% 5 s[(3\"*!
Sn=5(n+1)+§_—1=5(n+1)+_—§= E(n+1)+z[(g) —1]

b. Pour la convergence de (S,), on peut utiliser la forme S,, = g(n +1) + Yo

5
En effet, le premier terme diverge et a pour limite +oo alors que le second terme converge car v,,,; converge vers

0. Par addition,

(S,,) diverge et a pour limite +00.|




