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Correction devoir surveillé n°7 Sujet A

Exercice 1
1) Lafonction f est une fonction rationnelle donc sa limite a I'infini est égale a la limite du quotient de ses
T . 4x3 . 4
termes de plus haut degré : lim,_,, o f(x) = lim,_, ﬁ =limy_ 4o —?x = —oo0.

Donc|limx_)+oof(x) = —00|.

2) 2 n’appartient pas a I'ensemble de définition de f. On observe que 2 est aussi une racine du numérateur car
2X2%2+2x%x2—12=0.Donc, 2x% + 2x — 12 est factorisable par (x — 2). On cherche alors a et b tels que
2x%2 +2x — 12 = (x — 2)(ax + b).
On développe le membre de droite : ax? + (b — 2a)x — 2b.

a=2
Par identification, on trouve :{ b — 2a = 2 et donc{
—2b=-12
Finalement, 2x2? + 2x — 12 = (x — 2)(2x + 6).
2x242x-12 _ (x—2)(2x+6)
xX—2 - xX—2

a=2
b=6

=2x + 6.

Reprenons la fonction f : f(x) =

Ona donc|limx_)2 f(x) =lim,_,2x+6 = 10|.
) { lim,,_,5x*—1=4
lim,_,_;(3x +3)?2 =07

donc par division,

limy,_, f(x) = +°°|

Exercice 2
1) f est une fonction rationnelle donc sa limite a I'infini est égale a la limite du quotient de ses termes de plus

2
haut degré : lim,_,, o f(x) = lim,_ —% =lim,_; —x = —00. Ona |1imx_>+oo fx) = —00|
limy g5y —x% +5x—8=—-224+5x2—-8=-2
2) li —-2=0*
My 2552 X =

donc par division,

lin’lx—>2;x>2 f(x) = —OO|

On en déduit que |1a courbe de la fonction f admet la droite d'équation x = 2 comme asymptote verticale.|

3) f()—(=x+3)=

limx_)+oo _2 = _2
Or {limx_wroo x—2=+w

(—x2+45x-8)—(x—2)(—x+3) _ —x2+5x—8+x2—-3x—2x+6 _ 2

x—2 x—2 x=2"

S . 2
donc par division, lim,_, ; o ——== 0.

Ceci démontre que |Ia droite A est bien une asymptote oblique a Cr en +00.|

2
(x—2)

Pour étudier la position relative de Cr et A, on doit étudier le signe de f(x) — (—x +3) = —

Or, sur]2;+o[,x —2 > 0 etdonc _szz < 0. Ceci montre que |Cf est au dessous de A sur ]2; +00[|.

4) On doit montrer que fe0)fe-x) .

2
—(2+x)2+5(2+x)—8+—(2—x)2+5(2—x)—8

fC+0)+f2-x)=

2+x—2 2—x—2
—4—4x—x*+10+5x—8 —4+4x—x*+10—-5x—8
N x * —Xx
X +x—-2 —x*-x-2 2x
a X B x T x
Donc w =1let |A(2; 1) est bien le centre de symétrie de la courbe Cf|.

5) Comme Cf est symétrique par rapport a A(2; 1), les asymptotes sont aussi symétriques par rapport a ce

limy,_,_o f(x) = 400

point, ainsi que toutes les limites. Ainsi,

; |1imx_>2;x<2 fx)= +00| et la droite A, qui passe

par A et qui est donc sa propre symétrique, est asymptote a Cr en — et ‘Cf est au dessus de A sur | — oo; 2[|.




Exercice 3
Cr passe par A(1; 0) donc f(1) = 0 ce qui signifie que ?::;(2: = Oouencorela+b+c=0]
La droite d’équation x = —1 est une asymptote verticale a la Cr donc —1 est une valeur interdite de f, ce qui revient

adire que —1 +d = 0 ou encore .

La droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a Cf en +oo ce qui signifie que lim,_, ;. f(x) = 1.

Or f est une fonction rationnelle donc sa limite a I'infini est égale a la limite du quotient de ses termes de plus haut
degré, donclim,_,, o f(x) = lim,_ (ax—xzz) =a.
Donc
La derniere information indique que le coefficient directeur de la tangente a Cr au point A a pour coefficient
directeur —2 donc f'(1) = —2. Calculons f":
f estde Iaforme%avecu =x?2+bx+c doncu’' =2x+hetv=_(x+1)2=x>+2x+1letdoncv’' =2x + 2,
en utilisant les valeurs de a et d déja trouvées.
) uv—uv’ Qx+b)(x+ 1% —(x®>+bx+c)(2x+2)
f1e = V2 - (x + 1)*
, QRx+b)(x+1)—2(x%?+bx+c)
Fea= ( + 1)3
2x2 4+ 2x +bx+b — 2x% — 2bx — 2¢

(x+1)3
2—-b)x+b-2c

(x+1)3

flx) =

fl'x) =
2-b+b-2c _ 2-2c _ 1-c
22 7 8 a4
. ) s 1= .
On obtient donc I'équation TC = —2 ce qui donne
On reprend la premiére équation trouvée : a + b + ¢ = 0 et on trouve alors .

x%2-10x49
(x+1)2

Finalement, f'(1) =

Finalement, f(x) =

Exercice 4
1) f est le produit de deux fonctions : u: x = x2? — 5x définie sur R et v: x = /x qui est définie sur R*. Donc f

est définie sur .
2) Pour déterminer les antécédents de 0 par f, on doit résoudre f(x) = 0, autrement dit (x? — 5x)v/x = 0.

Or, si un produit est nul alors I'un des facteurs est nul donc x? — 5x = 0 ou+/x = 0.
La premiére équation nous donne deux solutions : 0 et 5 et la seconde nous donne une solution : 0.

Finalement, 0 a deux antécédents par f : 0 et 5
3) {limx_,J,oo(Jc2 —5x) = limy_ 400 X% = +00
lim, 4o VX = 400
4) f estle produit de u dérivable sur R et de v dérivable sur R} donc If est dérivable sur ]0; +00[|et

VN Vo 2 1 (2x—5)x2x+ (x> —5x) 5x*—15x
') =uv+uv =(2x —5Vx + (x SX)XZ\/E_ e W

donc par multiplication, |limx_,+oof(x) = +oo|,

5x(x—-3)
2vx
5) Pour étudier les variations de f, on étudie le signe de f'(x) sur Dy. Le dénominateur est strictement positif

et donc f'(x) est du signe de 5x(x — 3).

Finalement, |f'(x) =

X 0 3 +o0

Signe de f'(x) — 0 +

0 +o0
Variations de f \ /
—6V3




- 2_ —
6 LOMAO _ (PN _ gy

Quand h prend des valeurs trés proches de 0, alors prend des valeurs proches de 0 donc f est dérivable

en0et .

7) L’équation de T, est de laformey = f'(0)x + f(0) or f'(0) = 0 et £(0) = 0 donc I'équation de T, est

y =0}
14 . ! ] 5X1(1—3)
8) L'équationdeT; estdelaformey = f'(1)(x—1)+ f(Dorf'(1) = Bk —5et

f(1) = (1 = 5)v1 = —4 donc I'équation devient : y = —5(x — 1) — 4 ou encore : .
9) Tracé de la courbe ainsi que de T, et T; :
\| Y

\

fO+h)-£(0)
h

N

[1EN

/
/
/
/

1 2 3 4 ) 6 X

\ /

1NN
—

N
~——

(@) B
L~
\\
\\‘

~
T

©
=
™S

©
N

\ /
10 \ \\ //
NN
o \
\

10) On considére I'équation x3 — 5x% — m+/x = 0. Dans un premier temps, on peut voir que 0 est toujours

solution. Par ailleurs, pour x > 0,on a:
x3=5x2—mx=0x3-5x’=mfx o (x* =5x)Vx=m

En utilisant I'ensemble des questions précédentes (essentiellement le tableau de variations de f), on peut indiquer
que:

« sim < —6v/3, I'équation f(x) = 0 n’a pas de solutions ;

« sim = —6v/3, I'équation f(x) = 0 aune unique solution qui est 3 ;

« si—6+3 <m <0, 'équation f(x) = 0 a deux solutions différentes de 0;

* sim =0, I'équation f(x) = 0 a deux solutions 0 et 5 ;

* sim > 0, I'équation f(x) = 0 a une unique solution différente de 0.
En regroupant les résultats avec la solution 0 qui est présente dans tous les cas :

Sim < —6v3, I’équation a une seule solution ; sim = —6V/3, I’équation a deux solutions ; si —-6V3<m<0,
I’équation a trois solutions ; sim = 0, I'’équation a deux solutions.
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Correction devoir surveillé n°7 Sujet B

Exercice 1
1) Lafonction f est une fonction rationnelle donc sa limite a I'infini est égale a la limite du quotient de ses
T . —3x2 . 3
termes de plus haut degré : lim,_,_, f(x) = lim,_,_ % =lim,__e > 0

Donc|limx_)_oof(x) = 0|.

2) —2 n’appartient pas a I'ensemble de définition de f. On observe que —2 est aussi une racine du numérateur
car2 x (—=2)?2 =2 x (—2) — 12 = 0. Donc, 2x% — 2x — 12 est factorisable par (x + 2). On cherche alors a et b tels
que 2x2 — 2x — 12 = (x + 2)(ax + b).

On développe le membre de droite : ax? + (b + 2a)x + 2b.
a=2

Par identification, on trouve :{b + 2a = —2 et donc{ =2 .

b=-6

2b=-12
Finalement, 2x? — 2x — 12 = (x + 2)(2x — 6).
. . _2x%-2x-12 _ (x+2)(2x—6) _ _
Reprenons la fonction f : f(x) = — = e =2x — 6.
Ona donc|limx_)_2 f(x) =limy,_,2x—6= —10|.
lim,,_;1—5x*=—4
) {lirlrti_ll(Sx +J;)2 " donc par division, |lim,_,_; f(x) = —00|

Exercice 2
1) f est une fonction rationnelle donc sa limite a I'infini est égale a la limite du quotient de ses termes de plus

2
haut degré : lim,_,, o f(x) = lim,_ —% =lim,_; —x = —00. Ona |1imx_>+oo fx) = —00|
limy 3,453 —x*+5x—8=-32+5x3-8=-2
2) li —-3=0*
My3:x>3 X =

donc par division,

lirnx—>3;x>3 f(x) = —OO|

On en déduit que |1a courbe de la fonction f admet la droite d'équation x = 3 comme asymptote verticale.|

3) f()—(=x+2)=

limx_)+oo _2 = _2
Or {limx_wroo x—3 =+

(—x245x-8)—(x—3)(—x+2) _ —x2+5x—8+x2—-3x—2x+6 _ 2

x-3 x-3 x-3"

S . 2
donc par division, lim,_, ; o —-—== 0.

Ceci démontre que |Ia droite A est bien une asymptote oblique a Cr en +00.|

2

Pour étudier la position relative de C; et A, on doit étudier le signe de f(x) — (—x +2) = — 3

Or, sur]3; +o[,x —3 > 0 et donc —ﬁ < 0. Ceci montre que |Cf est au dessous de A sur |3; +00[|.

fB+x)+f(3-x) _ 1
- .

4) On doit montrer que

— 2 _ _ _ 2 _ _

3+x—-3 3—x—3
—9—6x—x>4+15+5x—8 —-9+6x—x%2+15—-5x—8
- X + —x
_—xP—x—-2 —x*+x-2 -2x
- x B x T ox =2

onc F(B+x)+f(3—x) _

D —1 et |A(3; —1) est bien le centre de symétrie de la courbe Cj.

5) Comme Cf est symétrique par rapport a A(3; —1), les asymptotes sont aussi symétriques par rapport a ce

limy,_,_o f(x) = 400

point, ainsi que toutes les limites. Ainsi,

; |1imx_>3;x<3 fx)= +00| et la droite A, qui passe

par A et qui est donc sa propre symétrique, est asymptote a Cr en — et ‘Cf est au dessus de A sur | — oo; 3[|.




Exercice 3
Cr passe par A(1; 0) donc f(1) = 0 ce qui signifie que ?::;(2: = Oouencorela+b+c=0]
La droite d’équation x = —2 est une asymptote verticale a la Cr donc —2 est une valeur interdite de f, ce qui revient

a dire que —2 + d = 0 ou encore .

La droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a Cf en +oo ce qui signifie que lim,_, ;. f(x) = 1.

Or f est une fonction rationnelle donc sa limite a I'infini est égale a la limite du quotient de ses termes de plus haut
2

degré, donclim,_,, o f(x) = lim,_ (axiz) =a.

Donc

La derniere information indique que le coefficient directeur de la tangente a Cr au point A a pour coefficient

directeur 2 donc f'(1) = 2. Calculons f":
f estde Iaforme%avecu =x?2+bx+c doncu’' =2x+hetv=_(x+1)2=x>+2x+1letdoncv’' =2x + 2,

en utilisant les valeurs de a et d déja trouvées.
;o uwv—u'  Qx+b)(x+1)*— (x* +bx+c)(2x +2)
f1e = V2 - (x + 1)*
QRx+b)(x+1)—2(x%?+bx+c)

feo = G+ 1)°

. 2x*+2x+bx+b—2x*—2bx—2c
[eo= G+ 1)°
2—-b)x+b-2c

(x+1)3

fl) =

. 2—-b+b-2c¢ _ 2-2c _ 1-c
Finalement, f'(1) = ———=—=—.

. ) s 1= .
On obtient donc I'équation TC = 2 ce qui donne
On reprend la premiére équation trouvée : a + b + ¢ = 0 et on trouve alors .

x%+6x-7
(x+2)2 °

Finalement, f(x) =

Exercice 4
1) f est le produit de deux fonctions : u: x = 5x — x? définie sur R et v: x = /x qui est définie sur R*. Donc f

est définie sur .
2) Pour déterminer les antécédents de 0 par f, on doit résoudre f(x) = 0, autrement dit (5x — x%)v/x = 0.

Or, si un produit est nul alors I'un des facteurs est nul donc 5x — x? = 0 ou+/x = 0.
La premiére équation nous donne deux solutions : 0 et 5 et la seconde nous donne une solution : 0.

Finalement, 0 a deux antécédents par f : 0 et 5
3) {limx_,+oo(5x —x2) =lim, e —x% = —00
lim, 4o VX = 400
4) f estle produit de u dérivable sur R et de v dérivable sur R} donc If est dérivable sur ]0; +00[|et
1 (5-2x)x2x+(5x—x%) 15x —5x?
2Vx 2vx T 2Vx

donc par multiplication,

im0 f(X) = —ool,

') =u'v+uv = (5—2x)Vx + (5x —x?) x

5x(3-x)
2vx
5) Pour étudier les variations de f, on étudie le signe de f'(x) sur Dy. Le dénominateur est strictement positif

et donc f'(x) est du signe de 5x(3 — x).

Finalement, |f'(x) =

X 0 3 +o0

Signe de f'(x) + 0 —

6v3
Variations de f / \




- —h? -
6) f(0+h}3 f(0) _ (sh nh)x/ﬁ  — (5-h)Wh

Quand h prend des valeurs trés proches de 0, alors prend des valeurs proches de 0 donc f est dérivable

en0et .

7) L’équation de T, est de laformey = f'(0)x + f(0) or f'(0) = 0 et £(0) = 0 donc I'équation de T, est

y =0}
1’z . I} I} 5x1(3-1)
8) L'équationdeT; estdelaformey = f'(1)(x—1)+ f(Dorf'(1) = oy i 5 et

f(1) = (5 = 1)V1 = 4 donc I'équation devient : y = 5(x — 1) + 4 ou encore : .

9) Tracé de la courbe ainsi que de T, et T; :
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10) On considere 'équation x3 — 5x2 + m+/x = 0. Dans un premier temps, on peut voir que 0 est toujours

solution. Par ailleurs, pour x > 0, on a:
X} =5x2+mx=05x’—x =mx o Gx—x)Vx=m

En utilisant I'ensemble des questions précédentes (essentiellement le tableau de variations de f), on peut indiquer
que:

« sim > 6v3, I'équation f(x) = 0 n’a pas de solutions;

e sim = 63, 'équation f(x) = 0aune unique solution qui est 3 ;

«  si0 <m < 63, I'équation f(x) = 0 a deux solutions différentes de 0;

* sim =0, I'équation f(x) = 0 a deux solutions 0 et 5 ;

* sim < 0, I'équation f(x) = 0 a une unique solution différente de 0.
En regroupant les résultats avec la solution 0 qui est présente dans tous les cas :

Sim > 643, I’équation a une seule solution ; sim = —6V/3, I’équation a deux solutions ; si0 < m < 6v/3, I’équation
a trois solutions ; sim = 0, I'’équation a deux solutions.




