Premiéeres S - Devoir commun (2 heures)

Exercice 1 (3 points)
Lestrois questions de cet exercice sont indépendantes.

1) Calculer lesdérivées desfonctions f et g définies par :

f(X) =(cosx)3 (x € R)
g() = (3 +5)Vx (x> 0)
2) Déerminer leslimites suivantes:
jim 7 lim (2x-3-x)
x—d4t 4—X X—>+0

(Rappd : x — 4" dgnifie: x —» 4 et x> 4)
3) On note C la courbe représentative de la fonction f, définiesur R, par : f(x) = x> + 3x® + 6x..

Déterminer les coordonnées des points éventuels en lesquels la tangente a C a pour coefficient directeur 6.

Exercice 2 (4 points)

ABCD est un rectangle de sensdirect. On donne: AD =3 et AB=4.

- -
1) Calculer AC.BD.

2) Onnote A’ & C' les projetés orthogonaux respectifs de A et C sur ladroite (BD). |3

- >
Démontrer que: AC'.BD=-7.

3) Calculer AC. A 4

Exercice 3 (5 points)

Lorsqu'on veut équarrir un tronc d'arbre de maniére a donner a la poutre la plus grande résistance possible ala
flexion, on se garde bien de la faire carrée mais toujours plus haute que large.

Si la base est x et la hauteur h, on montre en mécanique que la résistance a la flexion est proportionnelle au
produit xh?. (Plus xh? est grand, plus la résistance est grande).

On dispose d'un tronc de 30 cm de diamétre et on veut fabriquer une poutre présentant le maximum de

résistance a laflexion.

Sur le schéma ci-contre, |e rectangle représente la section de la poutre

et le disque la section du tronc. 30

1) Exprimer xh? en fonction de x seul. X
2) Etudier lesvariations delafonction 7, définie sur R, par : £(X) = — x>+ 900x.

3) Déerminer les dimensions (arrondies au dixiéme de cm) qui offrent a la poutre la résistance maximale a la

flexion.
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Exercice 4 (8 points) Déermination de la valeur exacte de Cos—-

On a construit, dans le repére orthonormé direct (O,i,] ), le cercle

trigonométrique et, sur ce cercle, lespoints A, B, C, D et E telsque:

- -
e OA=i
e e - - om
e (OA;0OB), (0B;0C),(0OC;0D), (OD OE)onttouspour m&ure? B
faisant apparaitre ainsi |e pentagone ABCDE ci-contre. b
‘E
e e - > - o>

1) Déterminer la mesure principale de chacun des angles (OA; OB), (OA;OC), (OA;OD) & (OA; OE).

2) Exprimer, en fonction des mesures trouveées a la question 1), les coordonnées de vecteurs
e e -
).
%

OA,0B,0OC,0OD & OE danslerepere(O i,
B — - - X
OA+OB+0C +0D+OE €t on note (Y) ses coordonnées

3) On considére le vecteur V défini par V

danslerepére (O, i, ).

Montrer que : X= 1+2(:052—57E 2(:054—57E

4) Dans cette question, un raisonnement correct est fait au sujet de I'isobarycentre G des points A, B, C, D et E.
Votre tache est de judtifier rapidement les affirmations numérotées (k1), (*2) etc... Si vous n'y parvenez

pas, Vous pourrez néanmoins utiliser les résultats pour la suite de I'exercice.

G,, isobarycentre de B et E, appartient a (OA) (*1)
G,, isobarycentre de C et D, appartient a (OA)

Donc G appartient a (OA). (*2)
De maniére analogue, on peut affirmer que G appartient & (OB).

Donc G est confondu avec O. (*3)

e e T

Jen déduisque OA+OB+0OC+0OD+0OE=10 . (k4)
Parconsequent1+2(:os? +2(:os4—57E =0 (¢5)

5) a) Exprimer cos4—5” en fonction de (:052—57E (Vous disposez, ci-dessous, d'un formulaire de trigonomeétrie).

b) Montrer quel'égalité (5) est équivalentea: 4 coszﬁ 2 cos— -1=0.
6) a) Résoudrel'équation : 4t° + 2t — 1 = 0.

b) Sachant, d'aprésla question 5)b), que cosz—gE est solution de cette équation, en déduire la valeur exacte

2n
decos?

Mini formulaire de trigonométrie
cos(a—b)=cosacosb+sinasnb cos(a+b)=cosacosb—-sinasnb
sin(fa—b)=snacosb—-cosasinb sin(a+b)=snacosb+cosasnb
cos(2a) =cos’a—-sinfa=2cos’a-1=1-2sn’a sin(2a) =2sinacosa

1+ cos 2a . 1-cos 2a
cofa= —>2 snfa= ——>°%
2 2
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Premiéeres S - Devoir commun - Corrigé

Exercice 1 (3 points)

1) Lafonction f est du type: f=u avec u(x) = cos x
On adonc: f'=3uu?
D'ou : F'(X) =3 x (-sin x) x (cosx)2

f'(x)=-3sin x(cosx)2

{u(x) =3x+5
avec

Lafonction g est du type: g=uw v(x) = Vx
On adonc: g=uv+uw
- . 1 9x+5
D'ol : Q(X):3\/;+(3X+5)X2\/;:2—\/;
2) Ona:
lim (3x+7)=19
X—>4"

lim (4-x)=0 avec4—x <0 puisquex < 4.

x—>4"

Donc, par quotient : lim 3X+7:
x—4t 4—X

Ladifférence (2x — 3) —+/x est indéterminée en +o. (Type "o — 00"

Ecrivons (2x—3) —/x=Vx(24x -1)-3
Ains,ona:
lim /X = +o0
X—> +00
lim (24/x — 1) = +oo
X—> +00
Donc, par produit : xiTw Jx (2\/; —1)=+w
En gjoutant 3 : Xm@[&(z& ~ 1) +3] =+
Conclusion : xiTw (2x— 3- \/;) = +00
3) Ona: f'(X)=3x°+6x+6
On sait que | e coefficient directeur delatangente & C au point d'abscisse x est f'(X).
Nous devons donc résoudre : ffx)=6
3x*+6x=0
AX(x+2)=0

x=0 ou x=-2
En outre: f0O=0 & f(-2)=-8
Conclusion : latangente a C aux points A(O ; 0) et B(-2 ; —8) a un coefficient directeur égal a 6.

DS 1S- Devoir commun Page 3 Lycee du Pré-Saint-Sauveur a Saint-Claude
G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Exercice 2 (4 points) D 4 C
A -
3
¢
A B

1) En décomposant les vecteurs suivant des directions orthogonales :

- - - 5> -S> > - 5> S >
AC.BD=(AD+DC).(BA+AD)=(AD+DC).(AD-DC)=AD?*-DC*=9-16=-7

— — —
2) Levecteur AC se projette donc orthogonalement en A'C' sur ladroitedirigée par BD .

e
Par conséquent : AC.BD= AC'.BD

- - - -
Et comme, d'apréslaquestion 1), AC.BD =-7, on endéduit: A'C'.BD =-7.

— —
3) Lesvecteurs A'C' et BD sont colinéaires de sens opposés (leur produit scalaire est négatif)

Onadonc: —-AC x BD=-7
En outre, (théoréme de PythagoredansABD) : BD =5

D'ou AC !
5

Exercice 3 (5 points)
1) D'aprés e théoréme de Pythagore : h? = 30% — x* = 900 — X
On adonc: xh? = (900 — x?) = — x>+ 900x.
2) Ona: £'(X) = -3 %%+ 900 = —3( x?— 300) = —3(x — 104/3 )(x + 10+/3)
Le signe du trindme —3 x* + 900 est négatif (car a = —3 I'est) sauf entre ses racines — 10+/3 et 104/3.

On en déduit les variations de f :

x| —oo 1043 1043 +00
Signedela
dérivée f' - 0 + 0 -

Variations
def

3) D'apréscequi précéde: f(x) = xh% Larésistance ala flexion est donc proportionnelle & £(x).

Maximiser xh?, c'est maximiser f(x). Or, x est compris entre 0 et 30. Et, d'aprés la question 2), la fonction f
admet un maximum sur [0 ; 30] en 104/3.

Lalargeur optimale de la poutre est donc : x = 104/3 ~ 17,3 cm.

La hauteur correspondante est : h? = 900 — x* = 900 — 300 = 600 d'oll h = 10+/6 =~ 24,5 cm.
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Exercice 4 (8 points) Déermination de la valeur exacte de (:052—57E

1) Lamesure principale est celle qui appartient al'intervalle]-r ; n]. On adonc:
- o>

2n o\ 4 A 4 AN 2n
(OA;0B) =%, (OA;0C)=7%,(0A;0D) =~ , (OA;OE ) =- %
- (1
2) OAU
0
Par définition du cosinus et du sinus, on a:
—> COSE —> COSﬁ —> CO{—“—;) —> CO{—ZT__?:)
oB| »>|,0C| 2 |,0D 0| € OE )
ans) % lang) % (o)) * a3
3) X=X+ X_)+X_)+X_)+X_)=1+c032—5”+cos4—5”+cos(—4§)+cos(—2—5”)
OA OB oC oD OE

Et comme cos(—0) = cos 6 pour tout réd 0 :

X=1+2(:os%”+2(:os4—57E

4) Justification de (¢1) :

- o - -

Ona:(OA;OB)=(OE;OA)= 2%,

5

Donc ladroite (OA) est 1a bissectrice issue de O dans le triangle OBE.

Par ailleurs: OB = OE (= rayon du cercle)

Donc letriangle OBE est isocele en O.

On en déduit que la droite (OA) est aussi la médiatrice du segment [BE].
Comme |'isobarycentre G; de B et E est le milieu de [BE], on en déduit (k1).

Remarque : on peut aussi calculer les coordonnées de G;.
Par un raisonnement analogue dans le triangle OCD, on obtient : G, € (OA)

Justification de (k2) :

D'apréslaregle d'associativité, I'isobarycentre G de A, B, C, D et E est auss |e barycentre de
(A1), (G, 2) & (Gy, 2)

Or, lestroispoints A, G, et G, sont sur ladroite (OA). D'ou (3¢2).

De maniére analogue, on peut affirmer que G appartient & (OB).

Justification de (%3) :

Comme G e (OA) & G € (OB), on en déduit G = O, c'est-a-dire (*3).

Justification de (*4) :

e e T
Par définition del'isobarycentre G, ona: GA+GB+GC+GD+GE= 0 .

e e T T SN
Et commeG=0: OA+0OB+0OC+0OD+OE=0 . (*4)

Justification de (3k5) :

%
D'aprés (*4), les coordonnéesde V sont nulles. En particulier : X=0.
. i 2n 47
Parconsequent.1+2cos? +2005?=0 (¥5)
DS 1S- Devoir commun Page 5 Lycee du Pré-Saint-Sauveur a Saint-Claude

G. COSTANTINI  http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

5) a) D'apréslarelation cos(2a) = 2 cos’ a— 1 appliquée avec a = 2T on obtient :

5 L
An 22n
COS?ZZCOS ? -1
b) Leségalités suivantes sont équivalentes :
2n An
1+2cos? +2005? =0
Et d'aprés5)a) : 1+20082F +2(2008 2% ~1)=0
22n 2n
4COS? +2COS? -1=0.

6) a) Lediscriminant du trindme 4t* + 2t — 1 est A = 20.

P . . . -1 —1-
L'équation proposée admet donc deux solutions distinctes: t; = Z\/g jt= 2 E
b) Comme 2—5” e[0; g], on a nécessairement : 0052—5“> 0.
-1
Or,t;>0ett,<0.Donc: COSZ—STE=t1= Z\/g
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